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Bevezetés

A dolgozat célja kombinatorikai jatékok kompozicidira nyerd stratégia megadasa.
Osszesen hat kompozici6 szerint jatszhatunk és mindegyiknek van normal és betli
valtozata. Normal jatékok esetén a két legalapvetébb kompozicids szabaly az 6sszeg
és a szorzat, melyek elemzése megtalalhaté Csékany Béla tankonyvében [3]. A tobbi
kompozicios szabdlyrdl és azok nyerd stratégiairol John H. Conway tesz emlitést
bizonyitas nélkiil [2].

A kovetkezOkben roviden Osszefoglaljuk a dolgozat fejezeteinek tartalmat. Az
elso fejezetben megadjuk a téma alapvetd definiciéit, illetve tételeit. Harom fontos
fiiggvényrél (Sprague-Grundy-, Kalmar—Steinhaus- és Conway-fiiggvény) tesziink
emlitést, amelyek leirjak a jatékok nyerd stratégiait. Majd ismertetjiik a normal
jatékok kiilonbozé kompoziciéit, illetve a kompoziciok Sprague—Grundy-, Kalmar—
Steinhaus- és Conway-fiiggvényeit leird tételeket, melyekre bizonyitdst is adunk. A
harmadik fejezetben a betli jatékok ugyanezen kompoziciéit targyaljuk. Végiil a
szakdolgozatom [4] téméjat képez6é LEGO jaték viltozataira alkalmazzuk a bizonyi-
tott tételeket, ezzel nyerd stratégiat adva a jatékokra.



1. Jatékok és nyero6 stratégiak

Roviden osszefoglaljuk azokat a fogalmakat és Osszefiiggéseket, amelyekre sziiksé-
giink lesz (lasd Csédkany Béla [3] tankényvében).

Egyszerti jatékoknak nevezziik a normal, végesfoki, szimmetrikus, kétszemélyes
kombinatorikai jatékokat. Egy egyszeri jatékot matematikai strukturaként egy J =
(P, L, N) harmas ir le, ahol

— P az allasok halmaza;

— L C P x P alépések halmaza: akkor és csak akkor szabad a p allasbdl a ¢ allasba
lépni, ha (p,q) € L;

~ N a végéllasok halmaza: N ={p € P| g€ P: (p,q) € L}.

Egy jatékot lehet normél vagy betli valtozatban jatszani, attdl fiiggéen hogyan fejez-
ziik be a jatékot. Normal jatékban a végallasba 1ép6 jatékos nyer. Ezzel ellentétben
a betli valtozatban az a jatékos veszit, aki végallasba 1ép. A kovetkezd két definici-
6ban szereplo allashalmazok kulcsfontossaguak a nyerd stratégia meghatarozasahoz.
Itt, és a tovabbiakban is, a feliilvonas mindig az allasok halmazara vonatkozd komp-
lementert jeloli.

1.1. Definicié. Az M C P halmazt a J jaték magjdnak nevezziik, ha
(i) a végéllasok MT-ban vannak,
(ii) minden M™*-beli 4llasbol csak MT-beli allasba lehet 1épni,
(iii) minden M*-beli alldsbdl lehet M*-beli alldsba 1épni.
1.2. Definicié. Az M~ C P halmazt a J jaték betli magjanak nevezziik, ha
(i) a végallassok M —-ben vannak,
(ii) minden M ~-beli 4llasbol csak M —-beli allasba lehet 1épni,
(iii) minden M~ \ N-beli allasbél lehet M ~-beli alldsba lépni.

1.3. Tétel. Minden egyszeri jatéknak létezik magja és betli magja, és ezek eqyér-
telmien meghatdarozottak.

A kés6bbiekben a magbeli allasokat j6 allasoknak, a magon kiviili allasokat rossz
allasoknak is nevezziik. A mag ismeretében megadhaté a nyerd stratégia: ,Lépj
mindig j6 allasbal!”. Ha a kezdo6éllas rossz, akkor a kezd? jatékosnak, ha a kezddallas
jo, akkor a masodik jatékosnak garantalja a nyerést ez a stratégia. A betli valtozat
esetén ugyanigy megadhato nyerd stratégia, de ott természetesen a betli magot kell

hasznalni.

1.4. Definicié. A H C Ny halmazbdl kimaradé legkisebb nemnegativ egész szamot
mex H = min (Ny \ H) jeloli (az angol ,minimal excludant” kifejezés roviditése).



1.5. Definicié. A J = (P, L, N) egyszeri jaték Sprague—Grundy-figguényének azt
a Gt: P — Ny leképezést nevezziik, amely minden p € P esetén

G*(p) =mex{G"(q) [ g€ P, (p.q) € L}.
1.6. Megjegyzés. Ha p € N, akkor G*(p) = mex () = 0.

1.7. Tétel. Minden egyszerd jdatéknak létezik Sprague—Grundy-fiigguénye, és az
egyértelmien meghatdrozott. A Sprague—Grundy-figguény zérushelyeinek halmaza
éppen a jaték magja: M+t ={p e P|G*(p) = 0}.

1.8. Definicié. Tetszoleges véges H C Ny halmaz esetén jelolje lego H a halmaz
legkisebb péaros elemét, amennyiben van péaros eleme H-nak. Ha H minden eleme
péaratlan, akkor legyen lego H a H halmaz legnagyobb (paratlan) eleme (a ,least
even, greatest odd” angol kifejezés roviditése). Technikai okok miatt legyen lego () =
—1.

1.9. Definicié. A J = (P, L, N) egyszeri jaték Kalmdr—Steinhaus-figgvényének
azt az RT: P — Ny leképezést nevezziik, amelyre minden p € P esetén

R*(p) =1+1lego{R"(q) | ¢ € P,(p,q) € L}.
1.10. Megjegyzés. Ha p € N, akkor R™(p) =1+ lego® = 0.

1.11. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy mindkét jatékos ismeri a jaték magjat, azaz
a nyerd stratégiat. Természetes feltevés, hogy az a jatékos, akinek nyer6 stratégiaja
van, olyan stratégiat valaszt, amely a lehet6 leggyorsabb nyerést biztositja szamaéra,
a masik jatékos pedig igyekszik késleltetni a vereségét. Az RT(p) érték megadja,
hogy ezen feltevés mellett, a p allasbdl indulva, hany 1épésig tart a jatszma; ezt a
szamot nevezziik a p allds tavolisdgdnak (angolul ,remoteness”).

1.12. Tétel. Minden eqgyszeri jatéknak létezik Kalmdr—Steinhaus-fligguénye, €s az
egyértelmien meghatdrozott. A Kalmdr—Steinhaus-fligguény pdaros értékei adjik meg
a jaték magjat: M+ = {p € P | R™(p) pdros}.

1.13. Definicié. Tetszoleges véges H C Ny halmaz esetén jelolje gelo H a halmaz
legnagyobb paros elemét, amennyiben van paros eleme H-nak. Ha H minden eleme
pératlan, akkor legyen gelo H a H halmaz legkisebb (paratlan) eleme (a , greatest
even, least odd” angol kifejezés roviditése). Technikai okok miatt legyen gelo () = —1.

1.14. Definicié. A J = (P, L, N) egyszerii jaték Conway-fiigguényének azt az
St: P — Ny leképezést nevezziik, amelyre minden p € P esetén

S*(p) =1+gelo{S*(q) | g€ P,(p,q) € L}.
1.15. Megjegyzés. Ha p € N, akkor S*(p) =1+ gelo® = 0.

1.16. Megjegyzés. Az 1.14. Definiciéban szerepl6 fiiggvényrél Conway On Num-
bers and Games cimi konyvében olvastunk, ezért neveztiik el Conway—fiiggvénynek.
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1.17. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy mindkét jatékos ismeri a jaték magjat, és
akinek nyerd stratégiaja van, olyan stratégiat valaszt, amely a leheto leglassabb
nyerést biztositja szamara, a masik jatékos pedig igyekszik siettetni a vereségét.
(A 2.4. fejezetben taldlkozunk olyan szitudcidval, ahol ez a taldn furcsanak tiné
hozzdéllas célravezetd.) Az ST(p) érték megadja, hogy ezen feltevés mellett a p
allasbdl indulva hany 1épésig tart a jatszma (angolul ,suspense number”).

1.18. Tétel. Minden egyszeri jdatéknak létezik Conway-fiigguénye, és az egyértel-
mien meghatdrozott A Conway—fligguény pdros értékei adjik meg a jaték magjdt:
Mt ={pe P|S*(p) pdros}.



2. Normal jatékok

A kovetkezokben hatféle lehetséges szabalyt adunk meg arra, hogy hogyan jatsszunk
két jatékot egyszerre. Konnyen belathatd, hogy mind a hat kompoziciénél egyszeri
jatékokbdl egyszerti jatékokat kapunk. Mind a hat esetben leirjuk, hogy az Ossze-
tett jaték nyerd stratégidja, pontosabban az azt megadé Gt, R*, ST fiiggvények
valamelyike, hogyan szamithaté ki a komponensek hasonlé fiiggvényeibol.

2.1. Hosszu diszjunktiv kompozicio

2.1. Definicié. Legyenek [J; = (Py, L1, N1) és Jo = (Ps, Lo, N) egyszerii jatékok.
Definidljuk a J; + J> normal jatékot a kovetkezdképpen. Az allasok halmaza a
P, x P, halmaz. A jatékban egy lépés soran a két jaték koziil csak az egyikben
léphetiink; a jaték akkor ér véget, ha mindkét komponens véget ér. Ezt a jatékot
J1 €és Jo Osszegének, vagy hosszu diszjunktiv kompoziciojanak nevezzik.

2.2. Definicié. Az a és b nemnegativ egész szamok nim-dsszegén azt az a @ b
nemnegativ egész szamot értjiik, amelyet akkor kapunk, ha a-t és b-t kettes szam-
rendszerben ugy adjuk Ossze, hogy az &atvitelrdl elfelejtkeziink” (azaz bitenkénti
kizaré vagy miiveletet végziink).

Jel6lés. Jeloljiik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2¢ helyiértéken
allo szamjegyet a;-vel:

Q=T Oalnly = ag+2- a1 +4-ay+--- = 2 -a;
Az a és b szamok nim-Gsszegét szamjegyenként szamitjuk ki:
(a@b),=a; ®b; =a;+b mod 2.
2.3. Tétel. A nim-dsszeadds miivelete rendelkezik az aldbb tulajdonsdgokkal.
(i) Kancellativitas:

ad#a=dDbFadbésb £b=adl #adb. (2.1)

(ii) Nim-monotonitds:

c<a®b=3d <a:d ®b=cuvagy I <b:adV =c. (2.2)

Bizonyitas. Eloszor a kancellativitast bizonyitjuk. Mivel a nim-6sszeadas kommu-
tativ miivelet elég (2.1)-ben az els6 esetet vizsgalni. Ha a & b = o’ @ b, akkor

d=d®0=d®bdb)=(d®b)db=(a®b)db=a®b®b) =a®d0=a. (2.3)

Tehét a (2.3) egyenldségbdl kovetkezik, hogy a = o/, azaz a nim-6sszeadds kancella-
tiv.



Végiil a nim-monotonitas tulajdonsagat bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy ¢ < a @ b
és balrdl az els6 eltérés c és a Db kettes szamrendszerbeli alakjdban a 2% helyiértéken
1ép fel, azaz

cp<(a®b), ésVi>k:c,=a;®U;.

Tehat ¢, = 0 és (a®b), = 1, azaz a, # b,. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy ay = 1 és b, = 0. Legyen o’ = c@® b, ekkor @' &b = (c®b) &b =
c®(bdb) = cd0 = c. Ellendrizni kell még, hogy @’ < a. A 2* helyiértéken
(@), =c®b,=000=0<1=aqa; Hai>k, akkor

(a/)izci@bi: (a;, ®b;)®b;=a;® (b Db;) =a; ®0 = a,.
Tehat valéban o’ < a, ezzel belattuk, hogy a nim-6sszeadds nim-monoton. [ |

2.4. Tétel. Legyenek Jy és Jo egyszert jdtékok, G és Gy a Sprague-Grundy-
fuigguényeik. Ekkor Jy és Jo hosszu diszjunktiv kompoziciojdnak Sprague—Grundy-
figguénye:

Gy (pa) = G (p) @ G5 (q).- (2.4)

Bizonyitas. Azt kell bebizonyitani, hogy a (2.4) jobb oldala altal definialt fiiggvény
eleget tesz a Sprague-Grundy-fiiggvény definicigjanak:

G (p) ® G5 (q) = mex{Gy (p1) & G5 (q),.... G () © G (q)
Gf(p) @G5 (q1),....Gf (p) ® GF (q)} = mex H,

ahol p1,...,pr a p-bol egy 1épésben elérhet6 allasok a J; jatékban, illetve qq,...,q
a ¢-bol elérheto allasok a Js jatékban.

El8szor megmutatjuk, hogy GY(p) & G5 (¢) nem eleme a H halmaznak. Mi-
vel G (p) = mex{G7 (p1),...,G (px)}, a mex definiciéja szerint bérmely i-re
G (p) # G (p;). A kancellativitds miatt GY (p) ® G5 (¢) # GT (p;) ® GS (q).
Hasonl6an megmutathat6, hogy barmely j-re Gf (p) & G5 (¢) # GT (p) ® G5 (g;).

Még meg kell mutatni, hogy ha ¢ < G{ (p) ® G5 (q), akkor ¢ € H. A nim-
monotonitas miatt 1étezik ' < G (p), hogy ¢ = d’®G5 (q), vagy létezik ¥ < G5 (q),
hogy ¢ = G{ (p) ® V. Az elsd esetben a mex definiciéjabol kovetkezik, hogy 1étezik
olyan 7 index, melyre o’ = G (p;) teljesiil. Tehdt c = ' ®Gq (q) = G (pi) DGT (q),
azaz ¢ € H. A masik esetben hasonléan belathato, hogy van olyan j index, amelyre
c=GHp) &b = GH(p) & G (g;) € H. .

2.2. Rovid diszjunktiv kompozicié

2.5. Definicié. Legyenek [J; = (Py, L1, Nq) és Jo = (Ps, Lo, N3) egyszerii jatékok.
Definidljuk a J; @ J> normal jatékot a kovetkezdképpen. Az allasok halmaza a
P, x P, halmaz. A jatékban egy lépés soran a két jaték koziil csak az egyikben
léphetiink; a jaték akkor ér véget, ha az egyik komponens véget ér. Ezt a jatékot
J1 és Jo rovid diszjunktiv kompoziciojanak nevezziik.



Py \ (Ny U Ey)

1. &bra

2.6. Definicié. Egy J = (P, L, N) jaték rovidre zdardsdn azt a ® (J) jatékot értjiik,
amelynek allashalmaza P\ (N U FE), a 1épésszabély pedig ugyanaz mint [J-ben, ahol
E azon allasok halmaza, amelyekbol egy lépésben nyerni lehet:

E={peP|3qgeN: (p,g) €L}

2.7. Definicié. A J = (P,L,N) egyszerl jaték rovidre zdrt Sprague—Grundy-
fiigguényének azt az F+ : P\ (N UE) — Ny leképezést nevezziik, amelyre minden
p € P\ (NUE) esetén

F(p) =mex{F"(q) | ¢ € P\ (NUE),(p,q) € L}.

2.8. Megjegyzés. A J jaték rovidre zart Sprague—Grundy-fiiggvénye nem mas,
mint a révidre zért @ (J) jaték Sprague-Grundy-fiiggvénye: FJ = G;ﬁ( g Az
1.7. Tétel szerint a ® (J) jaték magja az F'* fiiggvény zérushelyeinek halmaza, ami
nem mas mint M\ N, mivel az E-beli alldsok mind rosszak. Tehat a J jaték nyerd
stratégidja trividlis médon megkaphaté ® (7) nyerd stratégiajabol.

2.9. Lemma. A 7, és Js jatékok rovid diszjunktiv kompoziciojdnak révidre zdrdsa
megkaphato a rovidre zart J, és Jo jatékok hosszu diszjunktiv kompoziciojaként:

(T & T2) = ©(J1) + P(J2).

Bizonyitas. Legyen N; a J; jaték végallasainak halmaza, FE; pedig a J; jaték
azon allasainak halmaza, amelyekbdl egy 1épésen beliil meg lehet nyerni a jatékot
(1=1,2). A J1 & J; jaték végallasainak halmaza (az 1. abran hulldmossal jelolt
rész)

Nyog = (N1 X P) U (P x N),

és azon allasainak halmaza, amelyekbol egy 1épésen beliil meg lehet nyerni a jatékot
(pottyds rész)
Eneg = (E1 x (P2 \ N2)) U ((P1\ N1) X E»).

9



A O(J1 & Jo) jaték éllasainak halmazat ugy kapjuk meg, hogy a J; & Jo jaték
allasainak halmazabdl kivonjuk az Ny,47, U E 767, halmazt:
(P X )\ (Ngiez U Eqeg) = (P x P2) \ (N U EL) X B) U (P x (N2 U Ey)))
= (P \ (MU EY)) x (P2 \ (N2 U Ey)).

(2.5)
A O(T;) jaték allasainak halmaza a P\ (IV;UE;) halmaz. Ez azt jelenti, hogy a (2.5)-
beli halmaz éppen a @ (7;) és a ® (J>) jatékok alldshalmazainak Descartes-szorzata.
Tehét belattuk, hogy a ®(J, @& Jz2) és (1) + ®(J2) jatékok allasai ugyanazok. A
két jaték lépésszabalya is megegyezik: [J; és Jo koziil az egyikben léphetiink, de
csak tgy, hogy a (2.5)-beli halmazban maradjunk. [ |
2.10. Tétel. Legyenck J, és Jo eqyszert jatékok, Fy~ és Fy a révidre zdrt Sprague—
Grundy-figguényeik. Ekkor Jy és Jo rovid diszjunktiv kompoziciojdnak rovidre zdrt
Sprague—Grundy-figguénye:

Fkon(0.0) = F (p) ® Fy (q).

Bizonyitas. A 2.8. Megjegyzés és a 2.9. Lemma segitségével kovetkezik a 2.4.
Tételbol. [

2.3. Rovid konjunktiv kompozicié

2.11. Definicié. Legyenek [J; = (Py, L1, N1) és Jo = (P, Lo, N3) egyszer(i jatékok.
Definialjuk a J; A Jo normal jatékot a kovetkezOképpen. Az allasok halmaza a
P, x P, halmaz. A jatékban egy 1épés soran mindkét jatékban lépni kell; a jaték
akkor ér véget, ha az egyik komponens véget ér. Ezt a jatékot J; és Jo szorzatanak,
vagy rovid konjunktiv kompozicidjdinak nevezziik.

Jelolés. Jelolje a A b az a és b nemnegativ szamok koziil a kisebbiket:
aAb=min(a,b).
2.12. Lemma. Legyenek Hy, Hy C Ny véges halmazok. Ekkor teljesil a kévetkezo:
lego (Hy N\ Hy) = lego Hy A lego Hs.

Bizonyitas. Legyenek H; paros elemei a1 < as < --- < ai és H; paratlan elemei
by < by < --- < by; hasonléan legyenek Hs paros, illetve paratlan elemei ¢; < ¢y <

- < O, llletve dy < dy < -+ < d,,. Megengedjik a k = 0 (H; csak pératlan
szamokat tartalmaz), | = 0 (H; csak pdros szdamokat tartalmaz) és k = [ = 0 (H;
tires) esetet is (és hasonléan Hy-nél is). Példaul ha H;, = (), akkor

lego Hy N lego Hy = —1 Alego Hy = —1
és
lego(H; A Hs) = lego (0 A Hy) = lego®) = —1.

A tovabbiakban (az altaldnossiag megszoritdsa nélkiil) feltessziik, hogy sem H; sem
Hy nem iires, és lego Hy < lego Hs.

10



(i)

(i)

(iii)

(iv)

Ha k > 0 és m > 0, akkor lego Hy = ay és lego Hy = ¢y, igy a1 < ¢1. A
H, A Hy-beli paros szamok a kovetkezok lehetnek:
— a; /\d] =a; > aq, (ha a; < dj),
- bi/\Cj =Cj >c1 > aq, (ha ¢ < bz),
—a;Ne;=a; > ay (ha a; <¢;) vagy a; Acj =c¢; > ¢ > aq, (ha ¢; < a;).
Mivel minden H; A Hs-ben el6fordulé paros szam legalabb a; = a3 A ¢ €
H1 VAN HQ, ezért

lego (Hy A\ Hy) = a; = a3 A ¢y = lego Hy A lego Ho.
Tegyiik fel, hogy £ > 0 és m = 0, ekkor lego H; = a; és lego Hy, = d,, igy

a; <d,. A Hy \ Hy halmazban szereplé paros szamok a; A d; alakban allnak
elé, és a; ANd; = a; > ay (ha a; < dj). Tehat

lego (Hy A Hy) = a1 = a; N d,, = lego Hy A lego H,.
Ha k =0 és m > 0, akkor lego Hy = b; és lego Hy = c1, tehat b < ¢;. Ebbdl
kévetkezik, hogy b, < b < ¢; <¢j,aholi=1,...,lésj=1,...,m. A H A

H, halmazbeli szamok csak paratlanok lehetnek, és koziiliik b; a legnagyobb:
bi/\Cj :bz S bl és bl/\d] S bz S bl- Tehat

lego (Hy A Hy) = by = by A ¢1 = lego Hy A lego Hs.

Végill ha k£ = m = 0, akkor lego H; = b; és lego Hy = d,,, ezért by < d,. A
Hy N\ Hs-beli szamok csak paratlanok lehetnek és b; A d; < b; < b;. Tehat

lego (Hy A\ Hy) = by = by A d,, = lego Hy A lego H,.

2.13. Tétel. Legyenck J, és Jo egyszert jatékok, Ry és Ry a Kalmdr—Steinhaus-
figguényeik. Ekkor J, és Jo rovid konjunktiv kompoziciojanak Kalmdr—Steinhaus-
fligguénye:

R}, w7, (p,0) = Ry (p) A R3 (q) - (2.6)

Bizonyitas. Azt kell bebizonyitanunk, hogy a (2.6) jobb oldaldn 1év6 fiiggvényre

teljesiil a Kalméar—Steinhaus-fiiggvény definiciéja:

Rf(p) A Rf(q) = 1+ lego (Hy A Hs), (2.7)

ahol (a 2.4. Tétel bizonyitdsdnak jeloléseit hasznalva)

Hy = {R1+<p1)7 : 7R;r(pk) ’ (papz) € Llai = 17 . -7k}7 (28)
Hy = {R3(q1),.-, R3(@) | (¢:4j) € Lo, j=1,...,1}.

A 2.12. Lemma szerint a (2.7) egyenl6ség jobb oldala egyenld a kovetkezovel:

1 4 lego Hy A lego Ho,

ami trivialis médon nem més, mint

(1+lego Hy) A (1 +lego Hy) = Ry (p) A R3 (q) -
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2.4. Hosszu konjunktiv kompozicio

2.14. Definicié. Legyenek [J; = (Py, L1, N1) és Jo = (P, Lo, Ny) egyszerii jatékok.
Definialjuk a J; A J> normal jatékot a kovetkezoképpen. Az allasok halmaza a
P, x P, halmaz. A jatékban egy l1épés soran mindkét jatékban lépni kell, ha még
egyik komponens sem ért véget, egyébként pedig a még aktiv komponensben 1épiink.
A jaték akkor ér véget, ha mindkét komponens véget ér. Fzt a jatékot J; és Jo hosszu
kongunktiv kompoziciojanak nevezzik.

Jelblés. Jelolje a V b az a és b nemnegativ szamok koziil a nagyobbikat:
aVb=max(a,b).

2.15. Lemma. Legyenek Hy, Hy C Ny véges nemiires halmazok. Ekkor teljesiil a
kévetkezo:
gelo (Hy V Hy) = gelo Hy V gelo H.

Bizonyitas. Az allitds bizonyitdsa hasonld, mint a 2.12. Lemmaé. (Vegyiik észre,
hogy a 2.12. Lemmaéaval ellentétben ez az allitds nem igaz, ha az egyik halmaz
tires!) |

2.16. Tétel. Legyenck Jy és Ty eqyszeril jatékok, S és S5 a Conway-fiiggvényeik.
Ekkor J, és Jy hosszi konjunktiv kompoziciojanak Conway-fiigguénye:

St anpa) =5 (p) v Si(q). (2.10)

Bizonyitas. A 2.15. Lemma alkalmazasaval hasonléan bizonyithaté az allitas, mint
a rovid konjunktiv kompozicié esetén (2.13. Tétel). Viszont a végalldsok esetét
kiilon meg kell vizsgalni, mert a 2.15. Lemma nem érvényes, ha az egyik halmaz
tires, vagyis ha p és ¢ koziil egyik végéllas. Ha p € Ny és ¢ ¢ N,, akkor mar csak a
Jo jétékot jatsszuk, tehdt ST . - (p,q) = S5 (q) . Masrésat

Si(p) Vv Sy (q) =0V Sy (q) =55(q),

tehat (2.10) valéban teljesiil. [

2.5. Hosszu szelektiv kompozicié

2.17. Definicié. Legyenek J) = (Py, L1, Ny) és Jo = (P, Lo, Ny) egyszerii jatékok.
Definidljuk a J; V J2 normal jatékot a kovetkezOképpen. Az allasok halmaza a
P, x P, halmaz. A jatékban egy 1épés soran tetszés szerint 1éphetiink az egyik, a
masik vagy mindkét jatékban; a jaték akkor ér véget, ha mindkét komponens véget
ér. Ezt a jatékot Jy és Jo hosszu szelektiv kompoziciojanak nevezziik.

2.18. Definicid. Definidljuk a nemnegativ egész szamok halmazan a H miiveletet
a kovetkezéképpen (lasd [2], Fig. 46):

a+b, ha a vagy b paros;
aHBb=
a+b—1, haa és b paratlan.
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2.19. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a H b akkor és csak akkor ad paros ered-
ményt, ha a és b is paros.

2.20. Tétel. Legyenck J, és Jo egyszert jatékok, Ry és Ry a Kalmdr-Steinhaus-
fiigguényeik. Ekkor J1 és Jo hosszi szelektiv kompozicidjinak Kalmdr—Steinhaus-

fiigguénye:
RY2(p,q) = R (p) B RS (q). (2.11)

Bizonyitas. A bizonyitas soran a 2.13. Tétel bizonyitasaban 1évé jeloléseket hasz-
naljuk, ekkor Rf(p) = 1 + lego Hy és Ry (q) = 1 + lego Hy. Azt szeretnénk bi-
zonyitani, hogy a (2.11) jobb oldala altal megadott fiiggvényre teljesiil a Kalmar—
Steinhaus-fiiggvény definiciéja. Mivel a J; V Jo jatékot hosszu szelektiv kompozici-
6ban jatsszuk, azaz vagy mindkét jatékban 1épiink, vagy csak az egyikben, ezért a
bizonyitando egyenléség

(14 lego Hy) B (1 + lego Hy) 1+ lego K,

ahol
K = (H1 H HQ) U (Hl H (1 + legOHQ)) U ((1 + legoHl) H HQ) .

A 2.12. Lemma bizonyitasahoz hasonléan négy esetet vizsgalunk, és a H;, Hy halma-
zok elemeire az ott bevezetett jeloléseket hasznéljuk (de most nem lesz sziikségiink
a lego Hy < lego Hj feltevésre).

(i) Ha k > 0 és m > 0, akkor lego H; = a; és lego Hy = ¢;. Ekkor
(1+1legoH) B (1+legoHy) =(14a)B(1+c¢) =a;+c¢ + 1.

A K halmaz elemeit vizsgélva lathatjuk, hogy az a;Hc; € H,HH, alaki szdmok
parosak, az a;Hd;, b;Hc;, b;Bd; € HyH H, szdmok paratlanok, csakigy, mint
az a;B(1 4 ¢1), b;B(1 4+ ¢1) € HiB(1+lego Hy) és (1 + a1)HBcj, (1 +a1)Hd; €
(1+1lego Hy) B H; alaki elemek. Tehdt 1 +lego K =1+ a;Hep =14 a1 + ¢1.

(ii) Ha k > 0 és m = 0, akkor lego H; = a; és lego Hy = d,,, igy
(1+legoHy)B(1+1legoHy) =(14+a1)B(1+d,) =a1 +d,+ 2.

Az aiEEidj, blBE‘d] < HlﬁﬂHQ és (1—|—a1)EEld] € (1+a1)EHg szadmok pératlanok,
viszont Hy B (1 + d,,) tartalmaz péros szamo(ka)t is, mégpedig a; B (1 + d,,)
alakban. Ezért 1 +lego K =14+ a B (1+d,) =a; +d, + 2.

(iii) Ha k=0 és m > 0, akkor a (ii) esethez hasonléan jarhatunk el.
(iv) Ha k =m = 0, akkor lego Hy = b, és lego Hy = d,,, ezért
(14+legoHy) B (1+1legoHy) = (1+b)B(1+d,) =b+d, + 2.

Mivel b;HBd; = b;+d;—1, b;lH(1 + d,,) = b;+d,+1, (1 + b)Bd; = b+d;+1 € K
mind pératlanok, ezért

l+legoK =1+b+d,+1=b+d,+2.
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2.6. Rovid szelektiv kompozicio

2.21. Definicié. Legyenek [J; = (Py, L1, N1) és Jo = (P, Lo, N3) egyszerii jatékok.
Definialjuk a [J; V. 7> normal jatékot a kovetkezdképpen. Az allasok halmaza a Py x P,
halmaz. A jatékban egy lépés soran tetszés szerint léphetiink az egyik, a masik, vagy
mindkét jatékban; a jaték akkor ér véget, ha az egyik komponens véget ér. Ezt [J;
és Jo rovid szelektiv kompoziciojanak nevezziik.

2.22. Lemma. A 7, és Jp jdtékok rovid szelektiv kompoziciojinak révidre zdrdsa
megkaphato a rovidre zart J, és Jo jatékok hosszi szelektiv kompoziciojaként:

O(NVT2) = O(Th) V (J).

Bizonyitas. A bizonyitas hasonléan meggondolhaté, mint a 2.9. Lemma, ugyan-
azokat a halmazokat kapjuk mint ott (ldsd az 1. &brat). [ |

2.23. Megjegyzés. Az 1.12. Tétel szerint a ® (J) jaték magja az R;ﬁw) fiiggvény
péros értékeit add alldsok halmaza, ami nem mds mint M+ \ N, mivel az E-beli
allasok mind rosszak (p € F esetén Rf(p) = 1). Tehat a J jaték nyerd stratégidja
trividlis médon megkaphaté ® (J) nyeré stratégidjabdl, és az is konnyen beldthato,
hogy Rg(j) (p) = R*(p) — 2 minden p € P\ (N U E) esetén.

2.24. Definicié. Definialjuk a nemnegativ egész szamok halmazan a V miiveletet

a kovetkezéképpen (lasd [2], Fig. 47.):

0, ha a =0 vagy b = 0;
1, haa=1éb+#0, vagy b=1¢és a # 0;
a+b—2, haa vagy b paros;

avb =

a+b—3, haa ésb paratlan.

2.25. Megjegyzés. Konnyen észrevehetd, hogy aVb = (a —2) H (b — 2) + 2, ha
a,b> 2.

2.26. Tétel. Legyenck J, és Jo egyszerti jatékok, Ry és Ry a Kalmdr—Steinhaus-
figgvényeik. Ekkor Jy és Jo rovid szelektiv kompozicidjanak Kalmdr—Steinhaus-

figguénye:
RY o7, (p:0) = R (p) VR (q) . (2.12)

Bizonyitas. Ha p € N; vagy ¢ € No, akkor (p,q) € Nz,v7,- Az elsé esetben
R{(p) VR;(q) =0V Ry (q) = 0 = R55,(p.q),

és a masik esetben is ugyanigy ellenérizhetd, hogy (2.12) teljesiil.

Hap € Ey és ¢ ¢ Ny vagy p ¢ Ny és ¢ € Es, akkor (p,q) € Ezv7 (lasd az
1. dbrat). Csak az els6 esetet tekintjiik, a masik hasonléan meggondolhatd. Ekkor
R{(p) =1 és Rf(q) # 0, tehat

Rf(p)VR3 (q) =1V R3(q) = 1= R 4 (p.q).
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A tovébbiakban feltessziik, hogy p ¢ N, U Ey és ¢ ¢ Ny U Es, ekkor tehdt
R{(p), R§(q) > 2. A 2.25. Megjegyzés alapjan a kivetkezd teljesiil:

Ri(p)VR3(q) = (Ri(p) — 2) B (R{(q) — 2) +2.
A 2.23. Megjegyzés szerint
(Rf(p) —2) B (R3(q) —2) +2 = Ry 4,(p) BR 5, () +2,

ez pedig a 2.20. Tétel miatt nem mds, mint R;ﬁ(jl)v(b(%)(p, q) +2. A 2.22. Lemma
alapjan R;ﬁ(Jl)V(b(ﬁ)(p, q)+2= R;f(jlvjz)(p, q) + 2, ami a 2.23. Megjegyzés szerint
éppen R}lvj2(p, q). Ezzel beldttuk, hogy R}lvj2(p, q) = R (p) VR] (q). [ |
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3. Betli jatékok

A kovetkezOkben a normal jatékokra is vizsgalt kompozicidékat vessziik sorra. Elészor
bevezetjiik a GT, Rt, ST fiiggvények betli véltozatait, amelyek a normadl esethez
hasonléan megadjak a nyer§ stratégiat (azaz a betli magot).

3.1. Definicié. A J = (P, L, N) egyszerti jaték betli Sprague—Grundy-figguényének
azt a G~ : P — Ny leképezést nevezziik, amely minden p € P esetén

G () 1, ha p e N;
p g
mex{G~(q) |¢€ P,(p,q) € L}, hape P\N.

3.2. Tétel. Minden egyszeri jatéknak létezik betli Sprague—Grundy-fiigguénye, és
az eqyértelmiien meghatdrozott. A betli Sprague—Grundy-fiigguény zérushelyeinek
halmaza éppen a jaték betli magja: M~ ={p € P | G~ (p) = 0}.

3.3. Definicié. Tetszoleges H C Ny halmaz esetén jelolje loge H a halmaz legki-
sebb paratlan elemét, amennyiben van paratlan eleme H-nak. Ha H minden eleme
péros, akkor loge H a H halmaz legnagyobb (paros) eleme (a ,least odd, greatest
even” angol kifejezés roviditése). Technikai okok miatt legyen loge () = —1.

3.4. Definicié. A J = (P, L, N) egyszerti jaték betli Kalmdr—Steinhaus-fiigguényének
azt az R™: P — Ny leképezést nevezziik, amelyre minden p € P esetén

R™(p)=1+loge{R™(¢) | ¢ € P,(p,q) € L}.
3.5. Megjegyzés. Ha p € N, akkor R (p) = 1+ loge() = 0.

3.6. Tétel. Minden egyszeri jatéknak létezik betli Kalmdr—Steinhaus-fligguénye, és
az egyértelmiten meghatdrozott. A betli Kalmar—Steinhaus-fiigguény pdratlan értéker
adjdk meg a jaték betli magjdt: M~ = {p € P | R~ (p) pdratlan}.

3.7. Definicié. Tetszoleges H C Ny halmaz esetén jelolje gole H a halmaz leg-
nagyobb pératlan elemét, amennyiben van paratlan eleme H-nak. Ha H minden
eleme péros, akkor gole H a H halmaz legkisebb (pdros) eleme (a , greatest odd,
least even® angol kifejezés roviditése). Technikai okok miatt legyen gole() = —1.

3.8. Definicié. Egy J = (P, L, N) egyszerii jaték betli Conway—figgvényének azt
az S7: P — Ny leképezést nevezziik, amelyre minden p € P esetén

S7(p)=1+gole{S™(q) | g€ P, (p,q) € L}.
3.9. Megjegyzés. Ha p € N, akkor S~(q) = 1+ gole() = 0.

3.10. Tétel. Minden egyszeri jatéknak létezik betli Conway-fligguénye, és az eqyér-
telmiien meghatdrozott. A betli Conway-fiigguény pdratlan értékei adjdik meg a jaték
betli magjat: M~ = {p € P | S~ (p) pdratlan}.

3.11. Definicié. Egy J = (P, L, N) jaték betli révidre zdrdsdn azt a W (J) jatékot
értjiik, ahol az alldsok halmaza P\ N és a lépésszabaly ugyanaz, mint [J-ben.
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3.12. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a J betli jatékot megnyerni ugyanaz, mint

a ¥(J) normdl jatékban nyerni, azaz M, = M;f(j).

Az el6bbi megjegyzéshil is latszik, hogy elvileg konnyen attérhetiink betli jaték-
rol normal jatékra, ez az attérés azonban a kompozicidk vizsgalatakor nem mindig
segit. Amint a kovetkezo alfejezetben latni fogjuk, jatékok Osszegének elemzésére a
betli esetben nem alkalmas a Sprague—Grundy-fiiggvény.

3.1. Hosszu diszjunktiv kompozicio

Ha a J; és Jo jatékok hosszu diszjunktiv Osszetételét betli médon jatsszuk, akkor
az Osszegjatékot megado fiiggvényre nincs Osszefiiggés sem a Sprague—Grundy-, sem
a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény és a Conway-fiiggvény esetén sem, mint a normal
véltozatban (2.4. Tétel). Tegyiik fel, hogy mégis 1éteznek olyan x, ® és * miiveletek
az Ny halmazon, hogy tetszéleges J1, Jo jatékokra

G700 a) = GZ(p) G4, (q), (3.1)

G
R}H-Jz(p’ ) = R}l (p) ® R}2 (q)v
S}l“!‘jQ(p’ Q) - 531 (p) * 532((]

q
q

minden p € Py, q € P, esetén.
Legyen J a 0,123 oktalis jaték, melyet egy kupac kaviccsal jatszunk. A jaték
szabalyai (lasd [1] 87. oldaldn):

(i) ha a kupacban egy kavics van, akkor azt elvehetjiik;
(ii) ha a kupacban két kavics van, akkor nem vehetiink el beléle;

(iii) ha a kupacban legaldbb hérom kavics van, akkor elvehetiink beléle kett6t vagy
harmat.

Megmutatjuk, hogy (3.1), (3.2) és (3.3) nem teljesiilhet a J; = Jo = J esetben.

Két 0, 123 jaték osszege betli Sprague-Grundy-fiiggvényének néhany értékét adja
meg az A. Fiiggelék 1. tablazata. A tablazat elsé oszlopabdl kiolvashaté maganak a
0,123 jatéknak a betli Sprague-Grundy-fiiggvénye: G (p) = G, ;(p,0). Ha (3.1)-
et ap = 3, ¢ = 5 értékekre tekintjiik, akkor a lenti tablazat alapjan azt kapjuk, hogy
3=0G,,7(3,5) =G;(3)xG,;(5) =2%0. Masrészt a p = 3, ¢ = 6 helyettesitéssel
az adddik, hogy 2 = G, ;(3,6) = G;(3) x G;(6) = 2% 0. Tehdt a 3 =2%0 = 2
ellentmondast kaptuk.

Két 0,123 jaték osszege betli Kalmar—Steinhaus-fliggvényének par értékét adja
meg az A. Fiiggelék 2. tablazata. Az el6zéekhez hasonldéan a tédblazat elsé oszlopa
hatérozza meg a J jaték betli Kalmar—Steinhaus-fiiggvényét. A (3.2) egyenlGségbe a
p = 1,q = 5 értékeket helyettesitve adédik, hogy 2 = R, /(1,5) = R;(1)®R;(5) =
1 ® 3. Tovabbd a p = 1, ¢ = 6 értékek esetén azt kapjuk, hogy 4 = R, /(1,6) =
R;(1)® R,;(6) = 1® 3. Tehdt a 2 =1® 3 = 4 ellentmondéshoz jutottunk.

Végiil két 0,123 jaték osszege betli Conway-fiiggvényének néhany értékét adja
meg az A. Fiiggelék 3. tdblazata. Ezen esetben is a tablazat elsé oszlopa hatarozza
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meg a J jaték Conway-fliggvényét. Ha a p = 3 és ¢ = 1 értékeket helyettesitjiik
(3.3)-ba, akkor azt kapjuk, hogy 2 =S, /(3,1) = S;(3) * S;(1) = 2 * 1. Mésrészt
ha p = 3 és ¢ = 5, akkor a kovetkez6 adodik: 4 = S, ;(3,5) = S;(3)*S;(5) = 2*1.
Ekkor a 2 = 2 % 1 = 4 ellentmondasra jutunk.

3.2. Rovid diszjunktiv kompozicié

3.13. Definicié. A J = (P,L,N) egyszerii jaték betli rovidre zdrt Sprague—
Grundy-figgvényének azt az F~: P\ N — Ny leképezést nevezziik, amelyre minden
p € P\ N esetén

F~(p)=mex{F(q)| g€ P\ N,(p,q) € L}.

3.14. Megjegyzés. A J jaték betli rovidre zart Sprague—Grundy-fiiggvénye nem
més, mint a V(J) jaték Sprague-Grundy-fiiggvénye: F, = G$(j). A 3.12. Meg-
jegyzés szerint M, = MJ(J), ami az 1.7. Tétel alapjan megegyezik az F'; = G$(J)
fiiggvény zérushelyeinek halmazaval.

3.15. Lemma. A 7, és Jo jatékok rovid diszjunktiv kompoziciojanak betli rovidre
zarasa megkaphato a betli rovidre zart Jy és Jo jatékok hosszi diszjunktiv kompozi-
ciojaként:

V(T @ J2) =¥(T)+ Y ().
Bizonyitas. Legyen N; a J; jaték végallasainak halmaza (i = 1,2). A J, & J» jaték
végallasainak halmaza pedig (a 2. dbran vonalkdzassal jelolt rész)

Npwg, = (N1 X Pp) U (P1 X Na).

A V(T & Jp) jaték éllasainak halmazéat dgy hatarozhatjuk meg, hogy a J & T
jaték allasainak halmazabdl kivonjuk az N7, 4.7, halmazt:

(PL X )\ Nyiog, = (P1 x P2) \ (N1 x P2) U (Py x Ny))

(3.4)
= (P1\ N1) X (P2 \ Ny).

A U(T;) jaték alldsainak halmaza P; \ N; halmaz. Ez azt jelenti, hogy a (3.4)-
beli halmaz éppen a V() és ¥(J2) jatékok allashalmazainak Descartes-szorzata.
Tehdt U( T & J2) és W(J1) + V(T) éllasai ugyanazok. A két jaték 1épésszabélya is
megegyezik, hiszen [J; és Jo koziil csak az egyikben 1éphetiink, de csak gy, hogy a
(3.4)-beli halmazban maradunk. (Az dbran a hulldmos rész mutatja a U (7, & J2) =
U(Jh) + VU (Je) jaték végallasainak halmazat.) |

3.16. Tétel. Legyenek Ji és Jo egyszert jdtékok, F, és F, a betli révidre zdrt
Sprague—Grundy-figguényeik. Ekkor Ji és Ja révid diszjunktiv kompoziciojanak betli
rovidre zart Sprague—Grundy-figgvénye:

Fra0®0) = Fr (p) ® F; (q).

Bizonyitas. A 3.14. Megjegyzés és a 3.15. Lemma segitségével kovetkezik a
2.4. Tételbol. [
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3.3. Rovid konjunktiv kompozicié

3.17. Lemma. Legyenek Hy, Hy C Ny véges halmazok. Ekkor teljesiil a kévetkezo:
loge(H; A Hy) = loge Hy A loge Hs.

Bizonyitas. A lemma bizonyitdsa hasonléan végiggondolhatd, mint a 2.12. Lemma
bizonyitasa. [ |

3.18. Tétel. Legyenek Ji és Jo egyszerii jdatékok, Ry és R, a betli Kalmdr—
Steinhaus-fiigguényeik. Ekkor J, és Jo rovid konjunktiv kompozicicjanak betli Kalmdr—
Steinhaus-fiigguénye:

Ry p7(P,0) = By (p) A Ry (q).

Bizonyitas. Az allitas a 3.17. Lemma alkalmazasdval hasonl6an bizonyithaté, mint
a 2.13. Tétel. |

3.19. Megjegyzés. Az elébbi tételt a betli révidre zaréds eszkozével is be lehet bizo-
nyitani. Ekkor a U(J1AJs) = U(J1) AV(T2) Osszefiiggést alkalmazva visszavezetjiik
a normal valtozatra, és a normal véaltozatban jatszott rovid konjunktiv kompoziciéra
vonatkozo 2.13. Tétel alapjan bizonyithaté az allitas.

3.4. Hosszu konjunktiv kompozicio

3.20. Lemma. Legyenek Hi, Hy C Ny véges nemiires halmazok. FEkkor teljesiil a
kévetkezo:

gole(H; V Hy) = gole Hy V gole Hs.
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Bizonyitas. A 2.15. Lemma bizonyitasa alapjan konnyen meggondolhato az allitas.
[

3.21. Tétel. Legyenek J, és Jo egyszeri jdatékok, S; és Sy a betli Conway-
fiigguényeik. Ekkor Ji és Jo hossziu konjunktiv kompoziciojanak betli Conway-fiiggué-
nye:

5782(P,q) = ST (p) V55 (q)-

Bizonyitas. Az el6z6 lemma alkalmazasaval hasonléan bizonyithaté az allitas, mint
a normél esetben (2.16. Tétel). |

3.5. Rovid szelektiv kompozicio

3.22. Lemma. A J, és Jp jdtékok réovid szelektiv kompozicidjanak betli rovidre
zarasa megkaphato a betli rovidre zdart Jy és Jo jatékok hosszu szelektiv kompozici-
ojaként:

V(T VT) =V (T) VU (T).

Bizonyitas. Az allitas hasonléan bizonyithat6, mint a 3.15. Lemma a 2. abra
segitségével. [ ]

3.23. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy R$(j)(p) = R (p) — 1 minden
p € P\ N esetén.

3.24. Definicid. Definidljuk a nemnegativ egészek halmazan a ¥ miiveletet a ko-
vetkezéképpen (lasd [2], Fig. 48):

0, ha a =0 vagy b = 0;
aV¥b= < a+b—1, haa vagy b paratlan;
a+b—2, haaésb paros.

3.25. Megjegyzés. Konnyen észrevehetd, hogy a¥h = (a — 1) B (b — 1) + 1, ha
a,b>1.

3.26. Tétel. Legyenek Ji és Ja egyszeri jdatékok, Ry és R, a betli Kalmar—
Steinhaus—figguényeik. Ekkor Jy és Jo rovid szelektiv kompozicicjdnak betli Kalmdr—
Steinhaus-fiigguénye:

Ry 05 (p, ) = Ry (P)VE; (q). (3.5)

Bizonyitas. Ha p € Ny vagy ¢ € Ny, akkor (p,q) € Nzv7z,. Tekintsiik az elsd
esetet:

Ry (p)YRy(q) =0V Ry (q) =0= R, (pq)

Hasonléan g € Nj esetén is teljesiil (3.5).
A tovabbiakban tegyiik fel, hogy p ¢ N; és g ¢ N, ekkor Ry (p), Ry (q) > 1. A
3.25. Megjegyzés miatt teljesiil a kovetkezo:

Ry (p)YR; (q) = (Ry (p) —1) B (Ry(q) — 1) + 1.
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A 3.23. Megjegyzés szerint

(R1_<p) - 1) H (Rz_(Q) - 1) +1= R$(j1)(p) H R$(J2)(Q) +1,

ami nem mas, mint R$(j1)v‘1,(j2)(p, q) +1 a 2.20. Tétel alapjan. A 3.22. Lemma
miatt Rfl,r(jl)vq,(%)(p, ¢)+1= R$(lej2)(p, q)+1, ez pedig a 3.23. Megjegyzés szerint
éppen R o . (p,q). Tehét ezzel belattuk, hogy R 7 (p,q) = Ry (p) VR, (q). [ |

3.6. Hosszu szelektiv kompozicio

A hosszu szelektiv kompozicié esetén a hosszi diszjunktiv kompoziciéhoz hasonléan
onmagéban sem a G~, sem az R, sem az S~ fiiggvény nem adja meg a betli jaték
nyer$ stratégiajat. Viszont ha ismerjiikk J; és Jo normal és betli magjat is, akkor
meg tudjuk hatérozni a J; V J, jaték betli magjat.

3.27. Tétel. A J, és Jo egyszeri jatékok hossziu szelektiv kompozicidjanak betli
magja

M7, 7 = (M7 \ Ny) x (M3 \ Np)) U (My x Np) U (Ny x My). (3.6)

Bizonyitas. Az atlathatésag érdekében a J; V 7o jaték allashalmazat felosztottuk
25 diszjunkt halmazra aszerint, hogy a komponensek benne vannak-e a normal vagy
a betli magban (lasd a 3. dbrat). A bizonyitds sordn azt kell megmutatni, hogy (3.6)
jobb oldalén 1é6v6 halmazra (a vonalkdzott részre) teljesiil a betli mag definicidja (1.2.
Definici6). A vonalkazott részt jeloljiik V-vel; megmutatjuk, hogy M7, , = V.

(i) Elészor is a kompozicié végalldsainak halmaza V-n kiviil kell legyen, ez igaz,
hiszen N7, = Ny x Ny C V.
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(i)

(i)

Be kell még latnunk, hogy minden V-beli 4lldsbdl csak V-beli dlldsba lehet
lépni. Vegyiik példaul a 12-es halmazt: ha csak a [J; jatékban lépiink, akkor
a l4-es és 15-6s halmazokba tudunk lépni, mert 12 C M;". Ha csak a J,
jatékban lépiink, akkor a 12-es halmazbdl csak a 2-es halmazba tudunk 1épni,
mert 12 C M, és 12 C M, . Léphetiink még mindkét jatékban egyszerre
is. Ekkor a J; és J» jatékok 12-bol megengedett lépéshalmazainak Descartes-
szorzataba lehet 1épni, ami nem més, mint 4,5 C V.

A tobbi eset hasonléan meggondolhatd. Az aldbbiakban felsoroljuk melyik
halmazbdl hova lehet 1épni (a jaték szimmetridjat figyelembe véve a f64atld
alatti halmazokat nem vizsgéljuk).

— A 6-0s halmaz esetén a [J; jaték végéllasban van, ezért csak a Jo jatékban
tudunk 1épni, éspedig az 1-es, 16-0s és 21-es halmazokba.

— Ha 11-bdl 1épiink, akkor szintén csak a J, jatékban léphetiink és ott is csak
az 1-es halmazba.

— Ha a 13-as halmazbdl 1épiink, akkor 15-be és 3-ba tudunk egy jaték esetén
l1épni, mindketto esetén pedig az 5 halmazba.

— A 17-es halmaz esetén, ha egy jatékban lépiink, akkor a 19-es, 20-as, illetve
2-es, T-es halmazokba léphetiink; ha két jatékban lépiink egyszerre, akkor a
4-es, 5-0s, 9-es és 10-es halmazba léphetiink.

Végiil még le kell ellendrizni, hogy minden V-n kiviili allasbdl lehet V-be 1épni.
Részletesebben a 2-es halmaz esetét bizonyitjuk. Ha J;-ben 1épiink, akkor csak
a 4-es vagy 5-0s halmazokba léphetiink, hiszen 2 C Mfr . Méasrészt mivel 2 C
M_1_7 ezért van olyan 1épés, ami 3-ba vagy 4-be vezet. Tehat biztosan tudunk
2-bél 4-be 1épni. Ha csak a J, jatékban lépiink, akkor 2 C M_2+ miatt tudunk
12-be, 17-be vagy 22-be 1épni. Az els6 két esetben maris V-be érkeztiink, a
harmadik esetben pedig mindkét jatékban egyszerre lépve a 24-es halmazba
juthatunk.

A tobbi V-n kiviili halmaz esetén (a 21-est kivéve) az el6bbiekhez hasonléan

csak megadunk V-be vezetd 1épéséket.

— Az l-es halmaz esetén csak Jo-ben léphetiink és ott tudunk 6-ba vagy 11-be
lépni.

— Ha 3-bdl 1épiink, akkor elég Jo-ben lépni, hogy a V-beli a 13-as, 18-as vagy
23-as halmazba jussunk.

— A 4-es halmazbdl a kovetkezé halmazok koziil legaldbb az egyikbe tudunk
lépni: 6,11, 12,17 (mindkét jatékban lépve), illetve 24 (Jo-ben lépve).

— Az 5-6s halmazbol mindkét jatékban lépve a kovetkezé halmazok valamelyi-
kébe biztosan tudunk lépni: 6,11,12,13,17, 18,23, 24.

— A T7-es halmaz esetén csak Jo-ben lépve 17-be, vagy mindkét jatékban lépve
24-be tudunk lépni.
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— Ha 8-bdl Iépiink, akkor elég [Jo-ben lépni, mindenképpen lesz 18-ba vagy
23-ba vezeto 1épésiink.

— A 9-es halmazbdl a 6 (csak Jy-ben 1épve), 24 (csak Jo-ben 1épve) és 17 (mind-
két jatékban lépve) lehetdségek koziil legalabb az egyik rendelkezésiinkre &ll.

— A 16-0s halmaz esetén csak [Jo-ben léphetiink és ott van a 6-os halmazba
vezeto 1épésiink.
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4. Példak a LEGO jatékrol

A LEGO jaték egy kétszemélyes jaték, melynek egy téglalap alaki LEGO-kocka a
kezddallasa. A jatékosok felvaltva rakhatnak egyre kisebb épitokockakat egymas
tetejére, igy egyre kisebb és kisebb téglalapokra lesz felosztva az épitmény. Amikor
egy téglalapra egy épitokockat tesziink, azt mindig a téglalap valamelyik széléhez kell
illesztentiink. Az illeszked6 oldalaknak egyforma hossziiaknak kell lenniiik, az éppen
lerakott épitékocka mésik oldaldnak pedig révidebbnek kell lennie, mint a téglalap
megfelelo oldala. A jaték célja, hogy 1 x 1-es négyzeteket kapjunk, mivel ezekre méar
nem lehet kisebb épitékockat helyezni. A jatékot tizenkét véaltozatban jatszhatjuk,
a 2. és 3. fejezetek eredményeinek segitségével az alabbi tizenkét esetben tudjuk
kiszamitani a jaték magjat. A szakdolgozatomban ezek koziil harom eset normél
véltozatat (hosszu diszjunktiv, rovid konjunktiv és hosszu szelektiv) targyaltuk.

— hosszu diszjunktiv valtozat LEGO_: egy lépésben csak egy téglalapra tehetiink
épitokockat; a jaték ér véget, amikor csupa 1 x 1-es téglalapok vannak;

— rovid diszjunktiv valtozat LEGOg4: egy lépésben csak egy téglalapra tehetiink
épitokockat; a jaték akkor ér véget, amint kialakul egy 1 x 1-es téglalap;

— rovid konjunktiv véltozat LEGO, egyszerre minden téglalapra kell épitckockat
tenni; a jaték akkor ér véget, amint kialakul egy 1 x 1-es téglalap;

— hosszu konjunktiv valtozat LEGOA: egyszerre minden téglalapra kell épitokockat
tenni; a jaték ér véget, amikor csupa 1 x 1l-es téglalapok vannak;

— hosszu szelektiv valtozat LEGO,, : tetszoleges szamu téglalapra tehetiink épito-
kockakat; a jaték akkor ér véget, amikor csupa 1 x 1-es téglalapok vannak;

— rovid szelektiv valtozat LEGOy tetszoleges szamu téglalapra tehetiink épitokoc-
kakat; a jaték akkor ér véget, amint kialakul egy 1 x 1-es téglalap;

— betli rovid diszjunktiv valtozat LEGOg: egy lépésben csak egy téglalapra tehe-
tiink épitékockat; a jaték akkor ér véget, amint kialakul egy 1 x 1-es téglalap;

— betli r6vid konjunktiv valtozat LEGO, egyszerre minden téglalapra kell épitokoc-
kat tenni; a jaték akkor ér véget, amint kialakul egy 1 x 1-es téglalap;

— betli hosszu konjunktiv valtozat LEGOA: egyszerre minden téglalapra kell épito-
kockat tenni; a jaték ér véget, amikor csupa 1 x 1-es téglalapok vannak;

— betli rovid szelektiv valtozat LEGOy tetszdleges szamu téglalapra tehetiink épi-
tokockékat; a jaték akkor ér véget, amint kialakul egy 1 x 1-es téglalap.

Mindegyik véltozatot jatszhatjuk ugy is, hogy korlatozzuk az épitmény magas-
sagat, vagyis az egymasra helyezheté rétegek szamat; ezzel végtelen sok kiilonb6z6
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varianst kapunk. Jeloljon (a, b), olyan a x b méretii téglalapot, amelyre még r réte-
get rakhatunk, megengedve az r = oo esetet is. Ha r > 1, akkor az (a,b), &llasbdl
a kovetkezo allasokba 1éphetiink:

((al, b), , (as, b)r—l) , ahol a1 + as = a,
((a, bl)T s (CZ, b2)r71) y ahol b1 + b2 =b.

A jaték allasai téglalaprendszerek (lasd [4] A. Fliggelékét), tehdt egy tetszbleges p
allas a kovetkezoképpen irhato le:

p= ((al, bi),, > (az,ba),, -, (ax, bk)rk) ) (4.1)

A 2.4, Tétel szerint a LEGO, jdtékban GT(p) értéke az egyes téglalapok
GT- értékeinek nim-osszege:

G+(p> - G+((a17 bl)rl) ¥ G+((a27 b2)r2) ST G+((ak7 bk)rk) :

A LEGOQyg jaték vizsgéalatahoz el6szor meg kell hatarozni az N és E halmazokat.
Az (a,b), alaku éllasok végallasok, csakigy, mint az (1,1), alakdak. Révid kompo-
ziciordl 1évén szd végallas lesz minden olyan allas is, amely tartalmaz ilyen tipusu
téglalapot. Ebbdl kivetkezik, hogy (a,b), € E, ha a > 1 vagy b > 1, mert ilyen
allasbdl lehet (a’, V'), tipusu téglalapot tartalmazoé allasba lépni. Az (1,0), és (a, 1),
allasok szintén E-ben vannak, mert ezekbdl tudunk gy 1épni, hogy 1 x 1-es téglalap
alakuljon ki. Tovabba E-ben vannak mindazok az allasok, amelyekben fellép ezen
hérom tipusu téglalap valamelyike. Tehat a (4.1)-beli p dllas akkor és csak akkor
eleme P\ (N U FE) halmaznak, ha a;, b;,7; > 2 minden i-re. Ekkor a 2.10. Tétel
szerint F'T(p) értéke az egyes téglalapok F'*- értékeinek nim-osszege:

Fi(p) = F((a, bl)rl) @ F* ((as, bQ)TZ) ® - ®F ((ay, bk)'f'k) .

A LEGO,, LEGO,, LEGOy, jatékok esetén a kovetkezo képletekkel szamolhato
ki a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény (lasd a 2.13., 2.20., 2.26. Tételt):

R*(p) = R™((a1,b1),,) A R*((az, b2),,) A+ A RF((as, bk)rk> ;
R*(p) = R*((a1,by),,) B R ((az,b2),,) B+ BR*((ax, br),, )
R+(p) = R+(((l1, bl)rl) VR+(<CL2, b2)T2) AVAR VR+((CLk, bk)Tk) .

A LEGO, jatékban is elegendd ismerni a Conway-fiiggvény értékeit az egyes
téglalapokon (lasd a 2.16. Tételt):

S+(p) = S+((CL1, bl)rl) V S+((CL27 b2)7"2) VeV S+((ak, bk)rk) .

A betli LEGOg, jaték esetén az F'~(p) érték akkor értelmezett, ha minden i-re
ri > 16s (a;,b;) # (1,1); ekkor a 3.16. Tétel alapjén

F_(p) = F_(((Zl, bl)m) S5 F_<(CL2, b2)7‘2> b---D F_(((lk, bk)rk) .
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A betli LEGO, és LEGOy jatékoknal a 3.18. és 3.26. Tétel szerint a betli
Kalmar—Steinhaus-fliggvények a kévetkezdk:

R7<p) = R*((al, bl)rl) A R((ag, b2)7"2) VANRIERWAN R*((ak, bk)rk) s
R_(p) = R_ ((al, bl)m) VR_ ((CLQ, b2)7“2) V... VR_((CLk, bk)rk) .

A betli LEGO, jatékban a 3.21. Tételbdl kapjuk az aldbbi képletet a betli
Conway-fiiggvényre:

S_(p) = S_<(CL1, bl)m) V S_((CLQ, b2)7"2) VeV S‘((ak, bk)rk> .

Eddig azt mutattuk meg, hogy elég az (a, b), allasokra ismerni a megfeleld fiigg-
vények értékét. A kovetkezdkben rekurzidkat adunk meg, amelyekkel kiszamolhat-
juk ezeket az értékeket. Az (a,b), alaki allasok végallasok, ezért G*((a,b)o) =
R*((a,b)o) = ST((a,b)o) = 0, illetve a LEGOg jaték esetén pedig F'*((a,b)2) = 0
(ha a,b > 2). A nagyobb r értékekre a kovetkezoképpen szamolhatdk ki a megfelels
fiiggvényértékek.

A LEGO, jaték Sprague-Grundy-fiiggvénye a 1.5. Definici6 szerint

Gf(a,b) .= G" ((a,b),) = mex (H, U Hy), (4.2)
ahol

Hy = {Ga1,b) ® Gi_|(as,b) | a1 + ap = a} és
H2 = {Gj(a, bl) D G;i__l((l, bg) | bl + bg == b} .

A LEGOyg jaték rovidre zart Sprague—Grundy-fiiggvénye (r > 3 esetén)
Ff(a,b) = F* ((a,b),) = mex (H, U Hy), (4.3)
ahol

H, = {Ff(al,b) @ ET (ag,b) | a1 +as =a és ay # 1,ay # 1} és
HQ = {Ff(a, bl) D FTtl(CL, bg) | b1 + b2 =b és b1 7é 1,b2 7é 1} .

A LEGO, jaték esetén a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény pedig a kivetkezoképpen
alakul:
Rf(a,b) = R" ((a,b),) = 1+ lego (H; U Hy), (4.4)

ahol

Hy = {R/(a1,b) A R}_(a2,b) | a1 + az = a} és
Hy = {Rf(a,b1) A R (a,bs) | by + by = b},

Ezzel anal6g mdédon irhatjuk fel a Conway-fiiggvényt a LEGO A jatékra:

SHa,b) = ST ((a,b),) =1+ gelo (H; U Hy), (4.5)
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ahol

= {SHa1,b) vV S} y(az,b) | a1 + az = a} és
= {SHa,b1) V SF(a,by) | by + by = b

A hosszi szelektiv LEGO,, véltozatnal a Kalmar—Steinhaus-fiiggvény pedig a
kovetkezo:

Rf(a,b) = R" ((a,b),) = 1 +lego (H, U H,), (4.6)
ahol

= {R(a1,0) B R (as,b) | a1 + az = a} és
= {Ra,b) BRT (a,b2) | by +bp = b},

illetve LEGOy esetén
Rf(a,b) = R" ((a,b),) = 1+ lego (H, U Hy), (4.7)
ahol

{R+ O)VR ((as,0) | a1 + ag = CL} és
- {R:— a, 1)VR:_—1( a, 2) | b1+ by = b}.

A betli LEGOg jaték betli rovidre zért Sprague-Grundy-fiiggvénye (r > 2 ese-
tén)
F(a,b) = F~ ((a,b),) = mex (H, U Hy), (4.8)
ahol
{F ,0) @ F_((az,b) | a1 + ag = a és (a1,b) # (1,1), (az, b }es
- {Fr a, 1) @ Fr—l(a7 b2) | bi+by =bés ((I, bl) 7& ( 71)7 (avbQ) 7& (L 1)} :

A betli LEGO,, jaték esetén a betli Kalmar—Steinhaus-fiiggvény pedig a kovet-
kezoképpen alakul:

R (a,b) = R ((a,b),) =1+ loge (H, U Hy), (4.9)
ahol

{R )/\Rr (a2 )|a1—|—a2_a} és

{R 1) AR (a, )|b1+b2—b}.
Ezzel analég médon irhatjuk fel a betli Conway-fiiggvényt a betli LEGO A jaték-
ra:
S (a,b) =5 ((a,b),) =1+ gole (H, U Hy), (4.10)
ahol

Hy = {5, (a1,b) V S;_(as,b) | a1 + a2 = a} és
Hy = {S(a,b1) V S;_y(a,bs) | by +bo =b}.
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A betli LEGOy esetén
R (a,b) = R ((a,b),) =1+ loge (H, U Hy), (4.11)
ahol

H, = {Rr_(al,b)er__l(ag,b) | a1 + ay = a} és
Hg = {RT_(G/, bl)'RT__l(CL, bg) | b1 + b2 = b} .
Ha nem korlatozzuk az épitmény magassagat, akkor egyszeriibb dolgunk van,
mert csak egy fiiggvénnyel kell dolgoznunk, hiszen ebben az esetben r =r — 1 = oc.

A felirt rekurzidkat Mathematica segitségével kiszamoltuk, ezen programrészletek
illetve a jo allasok tablazatai megtalalhatoak a Fiiggelékben.
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Fiiggelék

A. 0,123 oktalis jaték
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B. LEGO,

Definialjuk a mex miiveletet:

mex[List ] :=
Module[ {m, 1list@ = List, telj},
m=Max[listo];
telj = Table[i, {i, @, m+1, 1}];
Min[Complement[telj, 1listO]]
1

A 4.fejezet (4.2) képlete altal definidlt G, fiiggvény r = oo esetén

g[1, 1] :=0
gla , b ] :=
Module[

{a®=a, bO=b, r0=r, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table[BitXor[g[al, bO], g[a® - al, bO]], {al, 1, a®-1, 1}];
H2 = Table [BitXor[g[a®, bl], g[a0, b6 -b1]], {bl, 1, bO -1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
g[a0, bo] = mex[unio]

A GT fiiggvény értékeinek tablazata, és a jaték jé alldsainak tabldzata (feketével
jeloljitk a jo allasokat, fehérrel pedig a rossz éllasokat; az (1,1) allas a bal felsd
sarokban taldlhato):

Table[g[a, b], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm
ArrayPlot[Table[g[a, b], {2, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[# == @, Black, White] &), ColorFunctionScaling - False,
Mesh -» All, MeshStyle - Black]
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A (4.2) képlet az r < oo helyen

gla_ , b , 1] :=BitXor[a-1, b-1]

gli,1,r_]:=0

gla , b ,r_]:=

Module[
{a®=a, bO=b, r0 =r, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table[BitXor[g[al, bo, r0], g[a® - al, bo, r6-1]]1, {al, 1, a6-1, 1}];
H2 = Table[BitXor[g[a®, b1, r@], g[a®, bo -bl, re-1]], {bl, 1, bo -1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
g[a0, bo, ro] =mex[unio]

Példét az r = 2 esetben adunk, azaz a G fiiggvény értékeit, illetve a jaték jo

allasainak halmazat abrazoljuk:

Table[g[a, b, 2], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm
ArrayPlot[Table[g[a, b, 2], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[# == @, Black, White] &), ColorFunctionScaling - False,
Mesh -» All, MeshStyle - Black]
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C. LEGO,,

A 4. fejezet (4.3) képlete &ltal definidlt FF fiiggvény r = oo esetén (F* nem
értelmezett helyein Null taldlhato):

finf[{1, b_}] :=Null
finf[{a_, 1}] :=Null
finf[{2, 2}] :=0
finf[{2, 3}] :=0
finf[{3, 2}] :=0
finf[{3, 3}] :=0
finf[{a , b }] :=
Module[
{a®@ =a, bO = b, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table [BitXor[finf[{al, bo}], finf[{a0 - al, bO}]1],
{a1, 2, a0 -2, 1}];
H2 = Table [BitXor[finf[{a®, b1}], finf[{a0, bo-b1}]1],
{b1, 2, bO -2, 1}7;
unio = Join[H1, H2];
finf[{a0, bo}] = mex[unio]
1

Az Ff fiiggvény értékeinek tébldzata (6. tablazat), és a j6 dllasok tablézata (6.
abra, feketével jeloltiik a j6 alldsokat, fehérrel pedig a rossz alldsokat):

Table[finf[{a, b}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm
ArrayPlot[Table[finf[{a, b}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[# == @, Black, White] &), ColorFunctionScaling - False,
Mesh -» All, MeshStyle - Black]
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1 2 3 4 D 6 7 8 9 10
1 || Null | Null | Null | Null | Null | Null | Null | Null | Null | Null
2 || Nul| O 0 1 1 2 0 3 1 1
3 || Null| O 0 1 1 2 0 3 1 1
4 || Null | 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 | Null| 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6 || Null | 2 2 1 1 1 2 1 1 1
7 |[Nul| 0O 0 1 1 2 0 3 1 1
8 | Null| 3 3 1 1 1 3 1 1 1
9 | Null| 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 | Null | 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6. tablazat

6. abra
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Az ET fiiggvény barmely 3 < r < oo esetén:

fl[{a_,b ,2}/; a>18& b >1] :=0
fl[{1,b_, r_} /;r>1] :=Null
fl{a_,1,r_}/;r>1] :=Null
f[{2,2,r }] :=0
f[{2,3,r }] :=0
f[{3,2,r_}] :=0
f[{3,3,r_}] :=0
fl{a ,b ,r }]:=
Module[
{a®=a, bO=b, r0=r, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table[BitXor[f[{al, bO, r@}], f[{a®-al, bo, ro-1}11,
{al1, 2, a6-2, 1}];
H2 = Table [BitXor[f[ {20, bl, r@}], f[{a0®, bO-Db1l, ro-1}11,
{b1, 2, bo -2, 1}1;
unio = Join[H1, H2];
f[{a0, bo, ro}] =mex[unio]
]

Az Fy fiiggvény értékeinek és a jaték j6 allasainak tablazata:

Table[f[{a, b, 3}1, {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm
ArrayPlot[Table[f[{a, b, 3}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[# == @, Black, White] &), ColorFunctionScaling - False,
Mesh -» All, MeshStyle - Black]
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1 2 3 4 D 6 7 8 9 10
1 || Null | Null | Null | Null | Null | Null | Null | Null | Null | Null
2 || Nul| O 0 1 1 2 2 3 3 4
3 || Null| O 0 1 1 2 2 3 3 4
4 || Null | 1 1 0 0 3 3 2 2 5
5 | Null| 1 1 0 0 3 3 2 2 5
6 || Null | 2 2 3 3 0 0 1 1 6
7 || Nul | 2 2 3 3 0 0 1 1 6
8 | Null| 3 3 2 2 1 1 0 0 7
9 | Null| 3 3 2 2 1 1 0 0 7
10 | Null | 4 4 ) 5 6 6 7 7 0

7. tablazat
7. dbra
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D. LEGO,

Definidljuk a lego miveletet:

lego[list_] :=
Module[ {1list® = List, 1},
1 =Select[list@, EvenQ];
If[Length[1l] == 0, Max[list@], Min[1]]
1

A (4.4) képlet alapjén R} a kovetkezo:

rinf[{1, 1}] :=0

rinf[{a_, b_}] :=

Module [
{H1, H2, unio, al, bl, bO=b, a®@=a, re=r},
H1 = Table[Min[rinf[{al, bO}], rinf[{a0-al, bo}]], {al, 1, a®6-1, 1}];
H2 = Table [Min[rinf[ {20, b1}], rinf[{a0, bo-b1l}]], {b1, 1, bOo -1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
rinf[{a0, bo}] =1+ lego[unio]

Az R} fiiggvény értékeinek tébldzata, illetve a jaték jé dlldsainak tablazata:

Table[rinf[{a, b}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[rinf[{a, b}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == @, Black, White] &),
ColorFunctionScaling -» False, Mesh - All, MeshStyle - Black]
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8. tablazat

8. abra
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Az R} fiiggvény barmely r < oo esetén:

r2[{a_,b ,1} /;a=b] :=r2[{a, b, 1}] =2a-2

r2[{a ,b ,1} /;a<b] :=r2[{a, b, 1}] =2a-1

r2[{a_, b _,1}] :=r2[{a, b, 1}]1 =2b-1

r2[({1,1,r_}] :=0

r2[{a_, b _, r_}] :=

Module[
{H1, H2, unio, al, bl, b@=b, a®@=a, re=r},
H1 = Table[Min[r2[ {al, bo, r0}], r2[{a0-al, bo, re-1}]1], {al, 1, ae-1, 1}];
H2 = Table [Min[r2[{a@, b1, ro}], r2[{a@, be-bl, re-1}1], {b1l, 1, bo-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
r2[{ao, bo, re}] =1+ lego[unio]

Az Ry fiiggvény értékeinek tdbldzata és a jaték jo dlldsainak tdbldzata:

Table[r2[{a, b, 2}], {2, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[r2[ {a, b, 2}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == @, Black, White] &),
ColorFunctionScaling -» False, Mesh - All, MeshStyle - Black]
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9. abra
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E. LEGOx

Definidljuk a gelo miveletet:

gelo[list ] :=
Module[ {list@ = List, 1},
1 =Select[listo, EvenQ];
If[Length[1] ==0, Min[list@], Max[1]]
]

A 4. fejezet képlete &ltal definidlt ST fiiggvény r = oo esetén:

sinf[{1, 1}] :=©

sinf[{a_, b_}] :=

Module[
{H1, H2, unio, al, bl, bO=b, a®@=a, ré=r},
H1 = Table[Max[sinf[{al, b@}], sinf[{a0 - al, bo}]], {al, 1, a®6-1, 1}];
H2 = Table[Max[sinf[{a@0, bl}], sinf[{a@, bo-b1}]], {b1l, 1, bO -1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
sinf[{a0, bo}] =1+ gelo[unio]

Az ST fiiggvény értékeinek tablazata, és a jaték jé alldsainak tabldzata:

Table[sinf[{a, b}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[sinf[{a, b}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == @, Black, White] &),
ColorFunctionScaling -» False, Mesh - All, MeshStyle - Black]
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10. tablazat

10. abra
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Az S} fiiggvény barmely r < co esetén:

s[{1,1,r_}] :=0
s[{1,b_,1}/;b=22] :=s[{1, b, 1}] =1
s[{a , 1,1} /;a22] :=s[{a,1,1}] =1
s[{a_,b ,1} /5a=b] :=s[{a, b, 1}] =2
s[{a_, b_: 1}] :=s[{a, b, 1}] =3
s[{a_,b ,r_}]:=
Module [
{H1, H2, unio, al, bl, bO=b, a®@=a, r6=r},
H1 = Table [Max[s[{al, b@, r0}], s[{a®-al, bo, ro-1}11,
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table [Max[s[{a@, b1, r0}], s[{a0®, bo-bl, ro-1}11,
(b1, 1, bo-1, 1}1;
unio = Join[H1, H2];
s[{a0, bo, re}] =1+ gelo[unio]
]

Az S fiiggvény értékeinek tdbldzata, és a jaték jé dlldsainak tabldzata:

Table[s[{a, b, 2}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[s[{a, b, 2}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == @, Black, White] &),
ColorFunctionScaling - False, Mesh -» A11l, MeshStyle - Black]
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F. LEGO,

Definidljuk a B miveletet:

dix , vy ]:=d[x, y] =x+y-Mod[x, 2] Mod[y, 2]

A (4.6) képlet altal definidlt R fiiggvény r = oo esetén:

rinf[{1, 1}] :=0

rinf[{a_, b_}] :=

Module [
{H1, H2, unio, al, bl, b0 =b, a0 =a},
H1 = Table[d[rinf[ {al, bO}], rinf[{a®-al, bO}]1], {al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table[d[rinf[{a®@, bl}], rinf[{a0, b0 -b1}]], {b1l, 1, b0 -1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
rinf[{a0, bo}] =1+ lego[unio]

Az R} fiiggvény értékeinek tabldzata, és a jaték j6 dllasainak tébldzata:

Table[rinf[{a, b}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Evaluate[Table[rinf[{a, b}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}]1],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == @, Black, White] &),
ColorFunctionScaling » False, Mesh - All, MeshStyle - Black]
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12. abra
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Az R} fiiggvény barmely r < oo esetén:

rr[({a_,b ,1} /;a=b] :=rr[{a, b, 1}] =2a-2

rr({a ,b ,1} /;a<b] :=rr[{a, b, 1}] =2a-1

rr[{a_,b _,1}] :=rr[{a, b, 1}]1 =2b-1

rr[{1,1,r_}] :=0

rr[{a_,b , r_}] :=

Module[
{H1, H2, unio, al, bl, b@=b, a®@=a, re=r},
H1 = Table[d[rr[{al, bo, re}], rr[{a0-2al, bo, ro-1}1], {al, 1, a0-1, 1}1];
H2 = Table[d[rr[{a®@, bl, r@}], rr[{a0, bo-bl, r6-1}]1]1, {bl, 1, bo-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
rr[{a0, bo, ro}] =1+ lego[unio]

Az RJ fiiggvény értékeinek tabldzata és a jaték j6 allasainak tdblazata (13. abra):

Table[rr[{a, b, 2}], {2, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Evaluate[Table[rr[{a, b, 2}], {2, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}]1],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == @, Black, White] &),
ColorFunctionScaling -» False, Mesh » All, MeshStyle - Black]
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13. abra
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G. LEGOy

Definialjuk a VvV miiveletet:

h[X_.’ y_] o=

Piecewise]
{{0,X==9|| y==0]‘)
{1, ((x=18 x#0) || (V=18 y#0))},
{x+y-2, Mod[x, 2] Mod[y, 2] =0},
{x+y-3, Mod[x, 2] Mod[y, 2] ==1}
}

A (4.7) képlet altal definidlt R fiiggvény r = oo esetén:

rrinf[{1, 1}] :=0

rrinf[{a_, b _}] :=

Module[
{H1, H2, unio, al, bl, b0 =b, a0 =a},
H1 = Table[h[rrinf[{al, bO}], rrinf[{a0-al, bO}]], {al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table[h[rrinf[ {20, b1}], rrinf[{a0, b0 -b1}]], {b1l, 1, b0 -1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
rrinf[{a0, b0}] =1+ lego[unio]

Az R fiiggvény értékeinek téblazata, és a jaték jo dllasainak tabldzata:

Table[rrinf[{a, b}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Evaluate[Table[rrinf[{a, b}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}]1,
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == @, Black, White] &),
ColorFunctionScaling -» False, Mesh -» All, MeshStyle - Black]
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Az R} fiiggvény barmely r < oo esetén:

rr({a ,b ,1} /;a=b] :=rr[{a, b, 1}] =2a-2
rr({{a_,b ,1} /5a<b] :=rr[{a, b,1}] =2a-1
rr({{a_, b ,1}] :=rr[{a, b, 1}] =2b-1
rr[{1l,1,r_}] :=0
rr[{a_,b ,r_}] :=
Module[
{H1, H2, unio, al, bl, b6 =b, a@=a, reo=r},
H1 = Table[h[rr[{al, bo, r0}], rr[{ad-al, bo, ro-1}11,
{a1, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table[h[rr[ {20, bl, r@}], rr[{a0, b6 -bl, roe-1}11,
{b1, 1, bo-1, 1}1;
unio = Join[H1, H2];
rr[{a0, bo, ro}] =1+ lego[unio]
]

Az RY fiiggvény értékeinek tdblazata, és a jaték jé dlldsainak tabldzata:

Table[rr[{a, b, 2}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot [Evaluate[Table[rr[{a, b, 2}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}]1,
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == 9, Black, White] &),
ColorFunctionScaling - False, Mesh - Al1l, MeshStyle - Black]
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H. Betli LEGO,,

A (4.8) képlet alapjan az F~ fiiggvény r = oo esetén:

fminf[{1, 1}] :=Null
fminf[{1, 2}] :=0©
fminf[{1, 3}] :=0©
fminf[{2, 1}] :=0
fminf[{3, 1}] :=0
fminf[{a , b } /;a==1] :=
Module [
{a®@ =a, b =b, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table [BitXor[fminf[{al, bo}], fminf[{a0 - al, bO}]],
{a1, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table [BitXor [fminf[{a0, b1}], fminf[{a0, b -b1}]],
{b1, 2, b0 -2, 1}1;
unio = Join[H1, H2];
fminf[{a0, bO}] = mex[unio]
]
fminf[{a , b _} /;b==1] :=
Module[
{a®@ =a, bO = b, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table [BitXor [fminf[{al, bB}], fminf[{a® - al, bo}]1],
{al1, 2, a6 -2, 1}];
H2 = Table [BitXor [fminf[{a@, b1l}], fminf[{a0®, bo -bl}]],
{b1, 1, bo -1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
fminf [ {20, bO}] = mex[unio]
]
fminf[{a_, b_}] :=
Module[
{a®@=a, bO =b, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table [BitXor[fminf[{al, bO}], fminf[{a0 - al, bo}]],
{al1, 1, a6 -1, 1}];
H2 = Table [BitXor[fminf[{a0, b1}], fminf[{a0, bo-bl}]],
{b1, 1, b0-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
fminf [ {a0, bO}] = mex[unio]
]

Az R} fiiggvény értékeinek tdbldzata, és a jaték j6 dllasainak tébldzata:

o4



Table[fminf[{a, b}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm
ArrayPlot[Table [fminf[{a, b}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[# == @, Black, White] &), ColorFunctionScaling - False,
Mesh -» All, MeshStyle - Black]
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Az ET fiiggvény barmely 2 < r < 0o esetén:

fm[{a_, b_, ©}] :=Null
fm[{1, 1, r_}] :=Null
fm[{a_,b_,1}/; a>1||b>1] :=0
fm[({1, 2, r_}/;r>1] :=0
fm[{1, 3, r_}/;r>1] :=0
fm[{2, 1, r_}/;r>1] :=0
fm[{3,1,r_}/;r>1] :=0
fm[({a_,b_,r_ }/;a=1] :=
Module[
{a®@=a, b0 =b, r0=r, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table [BitXor[fm[{al, bo, r@}], fm[{a0 - al, bo, re-1}1]1,
{al1, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table [BitXor[fm[ {20, bl, r@}], fm[{a0, bO -bl, ro-1}]1,
{b1, 2, b0 -2, 1}];
unio = Join[H1, H2];
fm[ {a0, bO, re}] =mex[unio]
]
fm[({a_,b_,r_}/;b=1] :=
Module[
{a®@=a, bO=b, r0=r, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table [BitXor[fm[{al, bo, r@}]1, fm[{a0 - al, bo, ro-1}]11,
{al1, 2, a0 -2, 1}1];
H2 = Table [BitXor[fm[ {20, bl, r@}], fm[{a0, bo -bl, ro-1}]11,
{b1, 1, b0-1, 1}7;
unio = Join[H1, H2];
fm[ {20, bo, ro}] =mex[unio]
]
fm[{a , b , r }] :=
Module [
{a®@=a, bO=b, r0=r, H1, H2, al, bl, unio},
H1 = Table [BitXor[fm[ {al, b@, r@}], fm[{a0 - al, bo, re-1}]11,
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table [BitXor[fm[ {20, bl, r@}], fm[{a0, bo -bl, r6e-1}]11,
{b1, 1, b0-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
fm[ {20, bo, re}] =mex[unio]
]

26



Az Fyf fiiggvény értékeinek és a jaték jé allasainak tablazata:

Table[f[{a, b, 3}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm
ArrayPlot[Table[f[{a, b, 3}], {2, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[# == @, Black, White] &), ColorFunctionScaling - False,
Mesh -» All, MeshStyle -» Black]
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I. Betli LEGO,

Definidljuk a loge miveletet:

loge[list ] :=
Module[{list@ = List, 1},
1 =Select[listo, 0ddQ];
If[Length[1l] ==0, Max[1list@], Min[1]]
]

A (4.9) képlet alapjan az R, fiiggvény r = oo esetén:

brinf[{1, 1}] :=0
brinf[{a , b }] :=
Module[
{H1, H2, unio, al, bl, b0 =b, a@ =a},
H1 = Table [Min[brinf[{al, b@}], brinf[{a0 - al, bo}]],
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table [Min[brinf[{a@, b1}], brinf[{a0, b0 -bl}]],
{b1, 1, b0 -1, 1}71;
unio = Join[H1, H2];
brinf[{a@, bo}] =1 + loge[unio]
1

Az R fuggvény értékeinek tablazata és a jaték jo allasainak téablazata:

Table[brinf[{a, b}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[brinf[{a, b}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == 1, Black, White] &),
ColorFunctionScaling - False, Mesh - All, MeshStyle - Black]
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Az R fiiggvény minden r < oo esetén:

bri{1,1,r }]:=0
br[{2, 2, 1}] :=2
br{{a ,b ,1} /;a=b & a23] :=br[{a, b, 1}] =2a-3
br{{a ,b ,1} /;a<b & (a>228&&b22)] :=br[{a, b, 1}] =2a-2
br[{1, 2, 1}] :=1
br{{a ,b ,1} /;a<b & (a==18& & b=23)] :=br[{a, b, 1}] =2a
br{{a ,b ,1} /;a0228&&b=22] :=br[{a, b, 1}]1 =2b-2
br[{2, 1, 1}] :=1
br{{a ,b ,1} /;a>2 & b==1] :=br[{a, b, 1}]1 =2b
br({a_ ,b ,r 3] :=
Module[
{H1, H2, unio, al, b1, bO=b, a®@=a, r6=r},
H1 = Table[Min[br[{al, bo, r@}], br[{a0-al, bo, ro-1}11],
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table [Min[br[{a0, bl, re}], br[{a0, bo-bl, ro-1}]1],
{b1, 1, b0 -1, 1}71;
unio = Join[H1, H2];
br[{a0, bo, re}] =1+ loge[unio]
]

Az R, fliggvény értékeinek tablazata, és a jaték jo allasainak tablazata:

Table[br[{a, b, 2}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[br[ {a, b, 2}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == 1, Black, White] &),
ColorFunctionScaling - False, Mesh -» A11l, MeshStyle - Black]
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J. Betli LEGO,

Definidljuk a gole miveletet:

gole[list ] :=
Module[ {list@ = List, 1},
1 =Select[listo, 0ddQ];
If[Length[1] ==0, Min[list@], Max[1]]
]

A (4.10) képlet alapjan az S, fiiggvény r = oo esetén:

bsinf[{1, 1}] :=0
bsinf[{a , b }] :=
Module[
{H1, H2, unio, a1, bl, bo =b, a0 = a},
H1 = Table [Max[bsinf[{al, b@}], bsinf[{a® - al, bo}]],
{al, 1, a6-1, 1}1];
H2 = Table [Max[bsinf[{a@, b1}], bsinf[{a0@, bo-bl}]],
{b1,1,b0-1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
bsinf[{a@, bo}] =1 + gole[unio]
1

Az S fiiggvény értékeinek tablazata, és a jaték jo allasainak tablazata:

Table[bsinf[{a, b}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[bsinf[{a, b}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == 1, Black, White] &),
ColorFunctionScaling - False, Mesh - All, MeshStyle - Black]
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Az S fiiggvény minden r < oo esetén

bs[{1,1,r_}] :=0

bs[{2, 2, 1}] := 2

bs[{a ,b ,1} /;a==b] :=bs[{a, b, 1}] =3

bs[{1, 2, 1}] :=1

bs[{a ,b ,1} /;a<b & a==1] :=bs[{a, b, 1}] =2
bs[{a ,b ,1} /;a<b & a=2] :=bs[{a, b, 1}] =2
bs[{a ,b ,1} /;a<b & b 23] :=bs[{a, b, 1}] =4
bs[{2, 1, 1}] :=1

bs[{a ,b ,1} /;b==1] :=bs[{a, b, 1}] =2

bs[{a ,b ,1} /;b=2] :=bs[{a, b, 1}] =2
bs[{a ,b ,1} /;a23] :=bs[{a, b, 1}] =4
bs[{a ,b ,r 3] :=

Module[

{H1, H2, unio, a1, b1, b0 =b, a®@=a, r6=r},

H1l = Table[Max[bs[{al, bo, ro}], bs[{a®-2al, bo, r6o-1}]1],
{al, 1, a0-1, 1}];

H2 = Table[Max[bs[{a0, bl, r0}], bs[{a0@, bO-bl, ro-1}]],
{b1, 1, bo-1, 1}];

unio = Join[H1, H2];

bs[{a0, bo, ro}] =1+ gole[unio]

]

Az S, fiiggvény értékeinek tablazata és a jaték jo allasainak tablazata:

Table[bs[{a, b, 2}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[bs[ {a, b, 2}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == 1, Black, White] &),
ColorFunctionScaling - False, Mesh -» A11l, MeshStyle - Black]
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K. Betli LEGOy

Definialjuk a ¥ miiveletet:

bhix_, y_ ] :=

Piecewise]
{{0, x==0 || y=0},
{x+y-1, Mod[x, 2] +Mod[y, 2] =21},
{x+y-2, Mod[x, 2] +Mod[y, 2] == 0}
}

A (4.11) képlet alapjan az R, fiiggvény r = oo esetén:

brrinf[{1, 1}] :=0
brrinf[{a , b }] :=
Module[
{H1, H2, unio, al, bl, b0 =b, a@ =a},
H1 = Table[bh[brrinf[ {al, bo}], brrinf[{a0 - al, bo}]],
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table [bh[brrinf[{a0, b1}], brrinf[{a0@, bo-bl}]],
{b1, 1, b0 -1, 1}71;
unio = Join[H1, H2];
brrinf[{a0, bo}] =1 + loge[unio]
1

Az R fuggvény értékeinek tablazata, és a jaték jo allasainak tédblazata:

Table[brr[{a, b, 2}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[brr[{a, b, 2}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == 1, Black, White] &),
ColorFunctionScaling - False, Mesh - All, MeshStyle - Black]
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A jaték R, fiiggvénye barmely r < oo esetén

brr[{1,1, r_}] :=0
brr[{2, 2, 1}] :=2
brr{{a ,b ,1} /;a=b & a23] :=brr[{a, b, 1}] =2a-3
brr[{a ,b ,1} /;a<b & (a228&8&b=22)] :=brr[{a, b, 1}] =2a-2
brr[{1, 2, 1}] :=1
brr[{a_,b ,1} /;a<b & (a==18& & b=23)] :=brr[{a, b, 1}] =2a
brr[{a ,b ,1} /;a228&&b=22] :=brr[{a, b, 1}] =2b-2
brr[{2, 1, 1}] :=1
brr[{a_ ,b ,1} /5a>2 & b=1] :=brr[{a, b, 1}]1 =2Db
brr[{a_, b _, r_}] :=
Module[
{H1, H2, unio, al, b1, bO=b, a®@=a, r6=r},
H1l = Table[bh[brr[{al, be, re}], brr[{a0-al, bo, ro-1}11,
{al, 1, a0-1, 1}];
H2 = Table [bh[brr[{a6, bl, re}], brr[{a6, bo-bl, ro-1}11,
{b1, 1, b0 -1, 1}];
unio = Join[H1, H2];
brr[{a@, bo, re}] =1+ loge[unio]
]

Az R, fliggvény értékeinek tablazata és a jaték jo allasainak tablazata:

Table[brr[{a, b, 2}], {a, 1, 10, 1}, {b, 1, 10, 1}] // MatrixForm

ArrayPlot[Table[brr[{a, b, 2}], {a, 1, 50, 1}, {b, 1, 50, 1}],
ColorFunction -> (If[Mod[#, 2] == 1, Black, White] &),
ColorFunctionScaling - False, Mesh -» A11l, MeshStyle - Black]
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